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Calculation of Molecular Electronic Polarizabilities. 
Compar ison of Different Methods 

The calculation of molecular electronic polarizability tensor components is presented in the 
CNDO approximation using several methods, on one hand a perturbation calculation, on the other 
hand a variational method. Results obtained on thirty molecules are used to compare these methods 
and to discuss their usefulness. 
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La polarisabilit6 des mol6cules joue un r61e important  dans de nombreux 
effets physico-chimiques. Sa d&ermination exp6rimentale n'est pas tr~s ais6e, 
parfois mame impossible, ce qui a conduit depuis longtemps des auteurs [1 -4 ]  
/t proposer  des m6thodes empiriques permettant  de pr6voir avec un certain 
succ6s la polarisabilit6 d'un 6difice chimique. 

Les d6veloppements de la Chimie Quantique permettent d'esp6rer une 
application de ces m6thodes au probl6me du calcul des polarisabilit6s et de fait 
de nombreuses tentatives ont 6t6 faites/l ce jour [5-19]  

L'action d'un champ 61ectrique sur une mol6cule introduit un terme suppl6- 
mentaire dans l 'expression du potentiel 61ectrique auquel sont soumis les 61ectrons 
et de ce fait, peut ~tre trait6e au moyen d'un calcul de perturbation classique 
[5, 6]. Une m6thode d 'un type voisin a 6t6 d6velopp6e par Hush et Williams [7]. 
Elle consiste en la r6solution de l 'hamiltonien contenant la perturbation due 
au champ 61ectrique. Cette m6thode pr6sente certains avantages sur la pr6c6- 
dente car elle permet d'6tudier la variation du moment  dipolaire en fonction du 
champ appliqu& I1 est alors possible de d6terminer les tenseurs de polarisabilit6 
(domaine lin6aire) et d'hyperpolarisabilit6 en d6veloppant le moment  dipolaire 
en s6rie de McLaurin. En revanche si l 'on s'int6resse aux composantes du moment  
61ectrique induit en vue du calcul des 616ments du tenseur de polarisabilit6, cette 
m6thode dolt &re utilis6e avec des champs tr6s faibles, car l 'application d'un 
champ 61ectrique peut rompre  la sym6trie de la mol6cule. Par  exemple, pour 
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une mol6cule lin6aire telle que CO, l'application d'un champ 61ectrique, m~me 
tr6s faible /t l'6chelle atomique (10 -3 u.a.) perpendiculaire h l'axe de sym6trie, 
cr6e un moment dipolaire qui n'est pas colin6aire au champ 61ectrique, ce qui 
traduit une non-lin6arit6 contraire ~ la d6finition de la polarisabilit& I1 est donc 
n6cessaire dans ce cas d'utiliser un champ extr~mement faible, ce qui est tr+s 
dangereux car la pr6cision des calculs peut ne plus &re suffisante. 

Cette m6thode revient en fait, au calcul num6rique de la d6riv6e premi+re 
du moment 61ectrique par rapport au champ. Une m6thode de perturbation 
consiste en un calcul alg6brique de cette d6riv6e; il n'est donc pas surprenant 
de remarquer que ces deux m6thodes conduisent au m~me r6sultat si les m~mes 
approximations ont 6t6 faites dans la d6termination de la fonction d'onde. Dans 
les r6sultats qui suivent nous avons donn6 la pr6f6rence/~ la m6thode de perturba- 
tion afin d'6viter les inconv6nients du type de celui que nous venons de citer. 

Une autre approche de la polarisabilit6 a 6t6 propos6e par diff6rents auteurs 
[8-14], elle utilise une fonction d'onde approch6e de la mol6cule polaris6e 
obtenue au moyen d'un calcul variationnel. Enfin une m6thode hybride des 
deux pr6c6dentes [15-19] ~variation - perturbation>> a 6galement 6t6 utilis6e 
r6cemment. L'absence de calculs it6ratifs rend ces deux derni6res m6thodes 
s6duisantes/t priori. 

Les succ6s de la m6thode CNDO/2 dans le calcul des moments dipolaires et 
la simplicit6 de mise en oeuvre nous a incit6/t entreprendre une 6tude syst6matique 
du calcul des polarisabilit6s/t l'aide de ces diff6rentes techniques. 

Calcul de perturbation 

Le moment dipolaire fi d'une mol6cule soumise A un  champ 61ectrique uni- 
forme d p e u t  s'6crire en se limitant au premier ordre en 6 ~ 

~#i 
f i = f i ~  avec c%- c~#~ (1) 

olh rio et ff repr6sentent respectivement le moment dipolaire de la mol6cule en 
l'absence du champ 61ectrique et le tenseur de polarisabilit6. 

Lorsque la fonction d'onde multi-61ectronique ~v est repr6sent6e par le produit 
antisym6tris6 des fonctions mono61ectriques ~b z et pour des couches 61ectroniques 
compl6tes, le moment dipolaire est d6fini par la relation: 

n/2 

fi = Z ZAfA - -  2 Z (q~tlFI q~) (2) 
A l = l  

oia ZA est la charge nucl6aire, F A rayon vecteur d6finissant la position de l'atome A, 
n nombre d'61ectrons de valence. 

Les composantes du tenseur de polarisabilit6 s'expriment donc directement/t 
partir des d6riv6es de la fonction d'onde par rapport aux diff6rentes composantes 
du champ 61ectrique uniforme ~j. 
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Ces d6riv6es s'obtiennent ~t l'aide d'un calcul classique de perturbation [20] 
dont l'expression est donn6e dans le cas des syst6mes non d6g6n6r6s par: 

~ej 

Bkz 4r162 si E,#E~ 
E l - E k 

avec (3) 
Bkz=0 si EI=Ek 

F ~ : terme de perturbation dfi au champ 61ectrique. 
Dans l'hypoth6se L.C.A.O. la fonction d'onde Olectronique q~t s'exprime /~ 

l'aide des orbitales atomiques )G par la relation: 

(al= ~ Culzu. (4) 

L'expression du moment dipolaire devient: 

2= ZZja -  Z 
A )xr 

avec (5) 
n/2 

P~a=2 Y~ C~zC~l. 
l = l  

L'6quation (3) se met sous la forme: 

~Cul Zu 

Ces 6quations sont vSrifiSes quel que soit Z. donc: 

c?C,l _ ~ BklC,k (7) 
~j 

d'oh l'expression de la d&iv~e de la matrice densit6 en tenant compte du caract~re 
antisym~trique de la matrice B: 

0P.~ ./2 
OCj - 2 Z Bk,(CukC.', + Cu, C.k)" (8) 

I = 1  k = ~ + l  

Ces ~quations demeurent valables dans le cas des syst~mes d6g6n6r6s car la 
matrice densit6 est invariante pour toute transformation unitaire sur les fonctions 
de base. 

Davies [6] a utilis~ cette m6thode dans l'approximation CNDO/2 dont nous 
rappelons ici les principales 6quations. 

En l'absence de champ, elles s'6crivent sous la forme [12]: 

F. .  = - �89 + I.) + [(PAA -- ZA) -- �89 1)3 7AA + E (P , , - -  Z , )  Ya, 
B # A  

- flA,S.~ - 7P,~AB.  Fu~ - 1 (9) 
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En ne consid6rant que la composante suivant le vecteur de base f(gj) du 
champ 61ectrique, la perturbation due h l'influence de ce champ introduit dans la 
matrice de Hartree-Fock les 616merits suivants (en posant g~ = 1): 

FJu=Huu--�89 E P1.TAB 
B,a (10) 

1 __ 1 1 FL-H. - 
a v e c  

i 

Hu. = - = - x .  (11) 
5 

PJ, symbolise la perturbation de la matrice densit6 due au champ ~lectrique. 
Le terme <#1x~lv> est different de z~ro seulement si les orbitales # et v ap- 

partiennent au m~me atome et sont respectivement des orbitales s e t  p. 

M~thodes variationnelles 

Le calcul de polarisabilit~ est fait au moyen de la m~thode variationnelle 
propos6e par J. Barriol et J. Regnier [10, 11]. 

Le terme d'6nergie potentielle dfi A Faction du champ ~lectrique agissant sur 
une molecule a pour expression: 

V= - Z q,x~" dr= - X.  J (12) 

q~ repr6sente la charge de la particule 7 et 27 son rayon vecteur. 
La fonction d'onde que l'on note ~Po en l'absence de champ est suppos6e de 

la forme: 

~p = N(I + )s ~ ~Po = N(I § 3) ~Po (13) 

g est un vecteur inconnu 5. d6terminer par le calcul variationnel. Dans un calcul 
analogue ~t celui d6velopp6 dans la r6f6rence [22, 23] on obtient: 

~ =  41~2 (14) 

nest  le nombre d'61ectrons de valence. 

Q k ,  = < xkx,> _ <x'> (15) 

en utilisant la notation <B) = S~po* B~podz. 
X k et X z repr6sentent respectivement les composantes du vecteur X suivant 

les directions k et l du syst6me de r6f6rence. 
Le calcul de la polarisabilit6 se ram6ne donc au calcul des composantes du 

tenseur (~, dans le cas o~ ~Po a la forme d'un d6terminant de Slater correspondant 
des niveaux doublement occup6s; elles sont d6termin6es par la relation: 

(16) 
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Les diff6rentes int6grales intervenant dans cette expression sont 6valu6es dans 
les approximations CNDO/2 et CNDO/2D. Dans la m6thode CNDO/2D le 
recouvrement des orbitales atomiques est pris en consid6ration en faisant subir 
aux orbitales mol6culaires obtenues par un calcul CNDO/2 la transformation 
de L6wdin [25]: 

C' =S-+C (17) 

off S repr6sente la matrice de recouvrement, C les vecteurs propres de l'hamiltonien 
dans l'hypoth6se CNDO/2. 

Cette technique a d6jh 6t6 utilis6e pour le calcul du moment dipolaire [26-28] 
et quadrupolaire [19]. 

Toutes les int6grales intervenant dans la relation [15] peuvents s'exprimer 
l'aide des fonctions auxiliaires c'~o~ [29] si l'on effectue pour chacune de ces ".J~fl 

quantit6s une translation du r6f6rentiel d6fini par la relation: 

x k = x~ + ~ 

o~ x] repr&ente la coordonn6e suivant l'axe k de l'atome A sur lequel est centr6e 
l'orbitale atomique Xu 

Rdsultats 

Le tableau 1 rassemble les r6sultats obtenus ~ l'aide des deux m&hodes 
envisag&s (colonnes 1 et 3), ainsi que les valeurs exp6rimentales (colonne 5) et 
celles calcul6es par la m6thode variationnelle dans l'hypoth+se CNDO/2D 
(colonne 2). Dans ce tableau, ~ repr&ente la moyenne arithm6tique des compo- 
santes principales du tenseur de polarisabilit6. Lorsque la mol6cule pr&ente des 
axes de sym&rie, la direction x coincide avec l'axe d'ordre le plus 61ev6. 

Pour les mol6cules envisag6es, on remarque que la m&hode de perturbation 
conduit syst6matiquement fi des valeurs trop faibles. Ce r&ultat peut &re attribu6 
au fait que la base minimale d'orbitales atomiques utilis& convient real pour 
exprimer une fonction d'onde polaris6e, comme le montre le cas de la mol6cule 
d'hydrog6ne darts laquelle l'utilisation exclusive d'orbitales l s n e  permet pas 
une polarisation perpendiculairement ~ l'axe de la mol6cule. 

En revanche le calcul variationnel conduit /~ des valeurs trop 61ev6es de la 
polarisabilit6, ~ l'exception des compos6s fluor& pour lesquels les valeurs cal- 
cul6es sont inf6rieures aux valeurs exp6rimentales et diminuent lorsque le hombre 
d'atomes de fluor augmente, contrairement/~ ce qu'indique l'exp6rience. Ce fait 
peut &re imput6 fi une inadaptation des param&res empiriques utilis6s dans le 
calcul et sera examin6 avec plus de d6tails plus loin. 

On remarque 6galement sur le tableau 2 que, dans le cas de mol6cules pr6- 
sentant un axe d'ordre sup&ieur ~ 2(~yy= ~=), l'anisotropie de polarisabilit6 
q = axx- a ,  est toujours trop 61ev6e dans le calcul variationnel et souvent trop 
faible dans le calcul de perturbation. 

La transformation de P.O.LSwdin [-25] appliqu6e au calcul variationnel se 
traduit par une nette am61ioration des r&ultats, tant en ce qui concerne les 
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valeurs des polarisabilit& principales que celles de l'anisotropie. Les compos6s 
fluor& constituent toujours des exceptions. L'6cart entre la valeur exp6rimentale 
de l'anisotropie et la valeur calcul6e dans le cas de l'ac6tonitrile demeure tr6s 
important. I1 pourrait &re en partie imput6/l l'impr&ision des r&ultats exp&i- 
mentaux. 

Hush et Williams [30] ont propos6 une correction empirique aux r&ultats 
obtenus par la m&hode de perturbation. Elle consiste/t ajouter un terme atomique 
au r6sultat du calcul (0,334.10-24 u.e.s, pour atome d'hydrog6ne et 0,576.10-24 
u.e.s, pour chaque atome de la premi&e p6riode). On remarque sur le tableau 1 
(colonne 4) que cette correction am61iore consid6rablement les r&ultats, y compris 
dans le cas des mol6cules fluor6es. Sadlej [19] a appliqu6/t la m6thode CNDO/2 
un calcul de variation-perturbation propos6 par Karplus et Kolker [15, 16]. Les 
tableaux 2 et 3 permettent la comparaison des r6sultats obtenus par cet auteur 

Tableau 2 

Mol6cules Variationnel Perturbation Variation-Pert. Exp. 
CNDO/2 CNDO/2D 2/1 termes a 

H 2 0,936 1,094 0,874 0,709 0,152 0,457 0,936 1,092 
N z 2,068 3,040 1,987 2,634 0,632 0,706 2,648 4,648 
CO 1,995 2,558 1,818 1,978 0,828 0,348 2,283 3,520 
CH3F 2,354 0,298 2,057 2,131 0,664 0,093 
CHF 3 1,938 0,211 1,671 0,182 0,665 -0,068 
CH3CN 6,084 5,868 5,33 4,604 1,620 1,682 
HLi 4,996 - 1,649 2,923 -0,943 1,174 - 1,563 5,069 - 1,777 
HB 2,785 -0,187 2,875 -0,168 2,846 -3,119 2,873 -0,159 
HF 0,441 0,294 0,410 0,227 0,124 0,284 0,528 0,453 
F 2 0,720 0,978 0,702 0,922 0,342 0,911 0,895 1,904 
BF 1,887 1,199 1,602 0,606 1,989 1,339 2,552 0,858 
LiF 1,972 1,382 0,980 0,468 0,851 0,506 3,966 -0,558 

0,79 0,21 
t,76 0,93 
1,95 0,978 
2,62 0,84 
2,81 0,18 
4,48 1,89 

a Resultats donn6s en r6f6rence [ 19] dans le cas oil c~ est calcul6 avec un terme et %y avec deux. 

Tableau 3 

Mol6cules Ce travail 

CNDO/2 CNDO/2D 

all ~• % c~• 

Variation-Perturbation 2/1 termes a 

CNDO/2 Kolker et Karplus 

H 2 
HLi 
HF 
N2 
F2 
CO 
BF 
LiF 

1,665 0,571 1,347 0,638 
3,897 5,546 2,295 3,238 
0,637 0,343 0,628 0,301 
4,094 1,054 3,743 1,109 
1,372 0,394 1,317 0,395 
3,700 1,142 3,136 1,158 
2,686 1,487 2,006 1,400 
2, 894 1,512 1,292 0,824 

1,664 0,572 1,293 0,716 
3,884 5,661 3,25 4,05 
0,830 0,377 0,742 0,314 
5,746 1,098 4,58 1,18 
1,904 0,390 2,13 0,432 
4,803 1,283 4,03 1,35 
3.124 2,266 
3,594 4,152 5,38 3,40 

" Voir Tableau 2. 
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avec ceux que donnent les m6thodes envisag6es dans ce travail. On remarque 
que les meilleurs accords avec les valeurs exp6rimentales lorsqu'elles sont connues, 
sont obtenus avec la m6thode variationnelle apr6s transformation de P. O. L6wdin. 

L'accord entre les r6sultats obtenus par les diff6rentes m6thodes envisag6es et 
les valeurs exp6rimentales peut, dans tousles  cas, atre consid6r6 comme satis- 
faisant. 

Ceci est d'autant plus vrai que le fait de ne pas tenir compte des corr61ations 
61ectroniques dolt se traduire par des erreurs importantes portant  surtout sur 
l'anisotropie comme l'a fait remarquer Hirschfelder [17, 31, 32] dans le cas de 
la mol6cule d'hydrog6ne. Cette exag6ration de l'anisotropie de polarisabilit6 
semble atre la r6gle dans tousles calculs que nous avons effectu6s. 

Une am61ioration de la m6thode de perturbation semble passer, ainsi que 
nous l'avons signal6, par l 'adjonction/l  la base minimale d'orbitales atomiques 
utilis6e, d'orbitales polaris6es [6, 34, 35], mais nous pensons qu'une telle op6ration 
sort du cadre des calculs du type CNDO. 

Ces remarques nous permettent de dire que des m&hodes envisag6es dans 
ce travail, la m6thode variationnelle semble la mieux adapt~e. Elle pr6sente un 
certain nombre d'avantages importants. 

En ne n6cessitant qu'un seul calcul SCF elle est de loin la plus rapide. D'autre 
part, en utilisant une fonction d'onde calcul6e pour une mol6cule non polaris6e, 
elle se prate particuli6rement bien g certaines transformations math6matiques 
pouvant, comme c'est le cas avec la transformation de L6wdin, am61iorer les 
approximations inh6rentes ~t la m6thode CNDO. Parmi les autres transformations 
pouvant atre envisag6es, il y a celles qui conduisent ~ des orbitales localis6es. 
Elles rendent possible une application de la m6thode variationnelle ~t un fragment 
de mol6cule et, partant, une 6tude th6orique des incr6ments de polarisabilit6. 

Bibliographie 
1. Silberstein, L.: Phil. Mag. 33, 92, 215, 521 (1917) 
2. Meyer, E.H., Otterbein, G.: Phys. Z. 32, 290 (1931) 
3. Rowell, R.L., Stein, R.S.: J. Chem. Phys. 47, 2985 (1967) 
4. Applequist, J., Carl, J. R., Fung, K. K.: J. Am. Chem. Soc. 94, 2952 (1972) 
5. Coen, M.D., Roothaan, C.C.J.: J. Chem. Phys. 43, $34 (1965) 
6. Davies, D.W.: Mol. Phys. 17, 473 (1969) 
7. Hush, N.S., Williams, M.L.: Chem. Phys. Letters 5, 507 (1970) 
8. Kirkwood, V.J.G.: Phys. Z. 33, 57, (1932) 
9. Buckingham, R.A.: Proc. Roy. Soc. (London) A 160, 94 (1937) 

10. Barriol, J., Regnier, J.: C. R. Acad. Sci. 237, 307 (1953) 
11. Weislinger, E.: J. Chim. Phys. 55, 528 (1958) 
12. Pople, J.A.0 Schofield, P.: Phil. Mag. 2, 591 (1957) 
13. Allen, L.C.: Phys. Rev. 118, 167 (1960) 
14. Dalgarno, A.: Adv. Phys. 11, 281 (1962) 
15. Karplus, M., Kolker, H.J.: J. Chem. Phys. 38, 1263 (1963) 
16. Kolker, H.J., Karplus, M.: J. Chem. Phys. 39, 2011 (1963) 
17. Kolos, W., Wolniewicz, L.: J. Chem. Phys. 46, 1426 (1967) 
18. Liebman, S. P., Moskowitz, J.W.: J. Chem. Phys. 54, 3622 (1971) 
19. Sadlej, A.J.: Theoret.Chim. Acta (Berl.) 21, 159 (1971) 
20. Eyring, H., Walter, L, Kimball, G.E.: Quantum chem., New York: J. Wiley & Sons Inc. 1958 



Polarisabilit6s 61ectroniques mol6culaires 251 

21. Pople, J. A., Beveridge, D. L.: Approximate molecular orbital theory, New York: McGraw Hill 1970 
22. Barriol, J.: E16ments de m6canique quantique. Paris: Masson 196 l 
23. Rinaldi, D.: Th~se, Nancy 1969 
24. Rinaldi, D., Rivail, J.L.: Theoret.Chim. Acta (Berl.) (~ paraitre) 
25. L6wdin, P.O.: J. Chem. Phys. 18, 365 (1950) 
26. Giessner-Prettre, C., Pullman, A.: Theoret.Chim. Acta (Berl.) 11, t59 (1968) 
27. Shillady, D.D., Billingley, F.P., Bloor, J.E.: Theoret.Chim. Acta (Berl.) 21, 1 (1971) 
28. Bloor, J.E., Maksi6,Z.B.: Mol. Phys. 22, 351 (1971) 
29. Roothaan, C.C.J.: J. Chem. Phys. 24, 947 (1956) 
30. Hush, N.S., Williams, M.L.: Chem. Phys. Letters 6, 163 (1970) 
3t. Hirschfelder, J.O.: J. Chem. Phys. 3, 555 (1935) 
32. Karplus, M.: J. Chem. Phys. 41, 880 (1964) 
33. Ditchfield, R., Ostlund, N. S., Murrell, J. N., Turpin, M.A.: Mol. Phys. 18, 433 (1970) 
34. Teixeira-Das, J.J.C., Murrell, J.N.: Mol. Phys. 19, 329 (1970) 
35. Davies, D.W.: Mol. Phys. 20, 605 (1971) 

Prof. Dr. J.-L. Rivail 
Laboratoire de Chimie Th6orique 
Universit~ de Nancy I 
Case Officielle N ~ 140 
F-54037 Nancy Cedex, France 


